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Abstract 

Este artigo apresenta uma nova interpretação geométrica da análise da região de eficiência do canal da uma 
classe de algoritmos de aceso aleatório baseado na deteção da portadora. Convencionalmente, o análise e 
otimização de este tipo de algoritmo esta limitado a cenários com terminais que são estatisticamente idênticos. 
Em cenários com terminais que não são estatisticamente idênticas (cenário assimétrico), a métrica mais utilizada 
é a região de eficiência de ocupação de canal. Devido a complexidade de este tipo de estudo, a análise da região 
de eficiência é menos frequente na literatura e por tanto há ainda muitos aspetos por investigar e conhecer a 
fundo. Este tipo de análise é relevante para o desenho de redes sem fio de área local que estão a proliferar como 
a tecnologia dominante de aceso a Internet dentro de edifícios. Neste artigo abordamos o problema do cálculo da 
região de eficiência utilizando ferramentas de otimização multiobjectivo. Isto permitira-nos fazer uma 
interpretação geométrica de grande utilidade para trabalhos posteriores de redes sem fios. Demostrasse neste 
artigo que a região de eficiência de canal de uma classe de algoritmos de deteção de portadora de aceso 
aleatório descreve-se por uma família de equações quadráticas cujas propriedades estão diretamente 
relacionadas com as propriedades e parâmetros do sistema de comunicação como a taxa de transmissão e a 
taxa de deteção de portadora. 

 



Interpretação Geométrica da Região de Eficiência

de Ocupação do Canal de Algoritmos de Aceso
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Abstract—Este artigo apresenta uma nova interpretação
geométrica da análise da região de eficiência de ocupação de
canal de uma classe de algoritmos de aceso aleatório baseado na
deteção da portadora (ou CSMA pelo seu nome em inglês). Con-
vencionalmente, o análise e otimização de este tipo de algoritmo
esta limitado a cenários com terminais que são estatisticamente
idênticas. Em cenários com terminais que não são estatistica-
mente idênticas (cenário assimétrico), a métrica mais utilizada é a
região de eficiência de ocupação de canal. Devido a complexidade
de este tipo de estudo, a análise da região de eficiência é menos
frequente na literatura e por tanto há ainda muitos aspetos por
investigar e conhecer a fundo. Este tipo de análise é relevante
para o desenho de redes sem fio de área local (ou WLAN pelo
seu nome em inglês) que estão a proliferar como a tecnologia
dominante de aceso a Internet dentro de edifı́cios. Neste artigo
abordamos o problema do cálculo da região de eficiência de
ocupac̃ão de canal de sistemas com dois terminais utilizando
ferramentas de otimização multiobjectivo. Isto permitira-nos
fazer uma interpretação geométrica de grande utilidade para
trabalhos posteriores de redes sem fios. Demostrasse neste artigo
que a região de eficiência de canal de uma classe de algoritmos
de deteção de portadora de aceso aleatório descreve-se por
uma famı́lia de equações quadráticas cujas propriedades estão
diretamente relacionadas com as propriedades e parâmetros do
sistema de comunicação como a taxa de transmissão e a taxa de
deteção de portadora.

I. INTRODUCTION

O desenho de sistemas de comunicação és modernos depende

de uma grande variedade de ferramentas matemáticas. Por sim-

plicidade, o desenho costuma assumir terminais e canais esta-

tisticamente idênticos. Embora este paradigma continua a ser

usado num grande número de redes e sistemas actuais, nestes

últimos anos, esta visão esta a começar a mudar. Os sistemas e

redes do futuro vão ter que transportar uma grande variedade

de tipos de tráfego com diferentes nı́veis de qualidade de

serviço e latência. Na vida real, as terminais encontram-se a

diferentes distâncias do estacão base, e por tanto experimentam

diferentes estados de canal. As ferramentas da geometria

oferecem uma excelente base para interpretação de soluções e

de estados da rede em cenários assimétricos ou com terminais

que são estatisticamente diferentes.

Anteriormente o desenho de rede considerava um número

muito limitado de métricas para otimizar. Nas redes do futuro,

haverá uma grande variedade de interesses, métricas e aspeitos

que o desenhador devera considerar [1]. A otimização multiob-

jectivo é um subcampo da teoria da otimização que permite-

nos o estudo simultâneo de duas ou mais funções objetivo

que podem ter comportamentos diferentes ou em conflito [2].

Neste cenário é comum encontrar que a otimização de um

grupo das funções objetivos usualmente leva a degradação

do desempenho de outro grupo de funções objetivo. Isto

significa que não existe uma única solução que otimize todas

as funções objetivo simultaneamente. Para solucionar este

problema fazemos uso do conceito de solução Pareto ótima,

onde procura-se a solução que otimizasse um grupo de funções

objetivo sem necessidade de degradar o desempenho das outras

funções objetivas. A solução Pareto pode estar conformada

não só de um ponto no espaço de soluções, mas de um

número finito ou inclusive infinito de pontos, que também

é conhecido como a curva ou a região de fronteira Pareto

[2]. Neste artigo identificamos que a fronteira da região de

eficiência do canal é idêntica a solução de fronteira Pareto

do problema de otimização multiobjectivo das funções de

eficiência de ocupação do canal dos dois terminais do sistema.

Baseados nos resultados da otimização multiobjectivo, nos

é possı́vel fazer uma interpretação geométrica da fronteira

da região de eficiência. Demonstramos assim que a região

de um algoritmo sem deteção de portadora, que é também

conhecido como o algoritmo ALOHA, tem uma região de

eficiência não convexa com uma fronteira definida por uma

curva quadrática de uma parábola. Também é demonstrado

que quando deteção de portadora é utilizado, a fronteira da

região tem uma convexidade reduzida e a fronteira muda para

ser descrita por uma equação de uma hiperboliza. Também

apresentamos o cálculo do tamanho da área das diferentes

regiões onde demonstramos que o uso de deteção da portadora

não só reduz a convexidade da região, mas também incrementa

o tamanho efetivo da área, sendo por tanto benéfico para

os algoritmos de aceso aleatório. Na literatura, este tipo de

interpretações geométricas de algoritmos de aceso aleatório

são escasas.

A organização de este artigo é como segue: Secção II

apresenta os detalhes da configuração do sistema . Secção

III describe as metricas a utilizar para o análise do sis-

tema. Secção IV contem o procedimento de otimizado multi-

objetivo. Secção V tem a interpretação geométrica dos re-

sultados e a caracterização da região de eficiẽncia de canal



do sistema de deteção de portadora. Finalmente, Secção VI

apresenta as conclusões do artigo.

II. DESCRIÇÃO DO SISTEMA E OPERAÇÃO DO ALGORITMO

Consideramos uma rede de aceso sem fios com dois termi-

nais na Figura 1 que estão a utilizar um algoritmo aleatório

de transmissão com deteção de portadora. As transmissões

estão coordenadas temporalmente em janelas ou “slots”. Ao

principio de cada janela ou “slot”, cada usuário deteta o estado

de canal e se encontra-o sendo utilizado por outra transmissão

decide não transmitir. Quando o canal está livre, o usuário

transmite com probabilidade pj . Neste artigo assumimos que

os terminais sempre têm paquetes prontos a ser transmitidos.

Ista suposição também é conhecido como o modelo de sistema

dominante. Portanto o tráfego no sistema estará a ser contro-

lado pelo experimento aleatório de Bernoulli com parâmetro

pj .

O tamanho de cada paquete transmitido pelos terminais

é L unidades ou L slots. Isto significa que a operação do

detecção e levada a cabo ate L vezes ao longo da duração

de um paquete. Neste artigo assumimos que esta operação é

feita sem imperfeições. Num cenário realista, os problemas

de terminal exposta e de terminal oculta podem degradar a

eficiência do mecanismo de deteção de portadora. No caso de

colisão de paquetes dos terminais consideramos que todos os

paquetes são perdidos (modelo de colisão). A variável aleatória

l será utilizada para denotar a longitude de um intervalo de

transmissão, e E[·] denotará o operador de média estatı́stica.

j=1

j=2

j=3

j=4

j=5

Total packet transmission length

Sensing rate unit

Fig. 1. Rede de aceso aleatorio con deteção de portadora.

III. MÉTRICAS

A eficiência do canal pode definir-se como o cociente do

número médio de “slots” com paquetes corretamente transmi-

tidos e a duração meia de uma transmissão no sistema [4]:

ρ1 =
LS1

E[l]
=

Lp1p̄2
L+ L̄p̄1p̄2

, (1)

ρ2 =
LS2

E[l]
=

Lp2p̄1
L+ L̄p̄1p̄2

, (2)

onde (·) = 1 − (·) é o operador de complemento a unidade.

Isto significa que L̄ = 1 − L, p̄1 = 1 − p1 e p̄2 = 1 − p2.

Nestas expressões o numerador é dado pela probabilidade de

transmissão de paquete sem colisão de cada terminal, e o

denominador indica a longitude media de um intervalo de

transmissão com ou sem presença de transmissões. No caso

geral com J terminais, a expressão de eficiência de canal

escrive-se de esta forma:

ρj =
Lpj

∏J
k=1;k 6=j p̄k

L+ L̄
∏J

k=1 p̄k
.

A região da eficiência do canal pode ser descrita como a região

onde todos os valores de eficiência dos dois terminais existem

[5]:

Cρ = {ρj |0 < pj < 1}. (3)

Esta expressão denota todos os valores de eficiência ρj que

existem para todos os possı́veis valores de probabilidade de

transmissão pj .

IV. OTIMIZAÇÃO MULTIOBJECTIVO

A simultânea otimização das duas métricas de eficiência do

canal em (2) pode ser expressada de esta forma:

{p1, p2}opt = argmax
p1,p2

[ρ1 ρ2]. (4)

Por meio do método de escalarizaçaõ, o problema de

otimização multiobjectivo pode transformar-se num problema

de otimização de uma simple função objetivo [2]:

{p1, p2}opt = argmax
p1,p2

ρ1 + µρ2, (5)

onde o parâmetro µ determina o peso relativo da segunda

função objectivo no problema de optimização. Tirando a

derivada com respeito as duas probabilidades de transmissão

e resolvendo para o parâmetro µ obtemos o seguente determi-

nante Jacobiano:
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂ρ1/∂p1 ∂ρ1/∂p2

∂ρ2/∂p1 ∂ρ2/∂p2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0. (6)

Utilizando as propriedades dos determinantes é possvel escr-

ever uma versão modificada dos elementos do determinante

Jacobiano em (6):

E[l]2

Sk

∂ρk
∂pj

=
1

Sk

(

E[l]
∂Sk

∂pj
− Sk

∂E[l]

∂pj

)

. (7)

Considere agora a derivada do termo Sj no numerador das

expressões de eficiência do canal em (2):

∂Sk

∂pj
=

{

Lp̄n k = j, n 6= k
−Lpk k 6= j

substitumos agora esta expressão do elemento genérico do

determinante Jacobiano em (7) e obtemos [7]:

E[l]2

Sk

∂ρj
∂pk

=

{

E[l]
pj

− ∂E[l]
∂pj

k = j
E[l]
1−pj

− ∂E[l]
∂pj

k 6= j
. (8)



Utilizando as propriedades dos determinantes o determinante

Jacobiano em (8) pode expressar-se como uma suma:

J
∑

j=1







E[l]
1−pj

− ∂E[l]
∂pj

1
1−pj

+ 1
pj







= E[l]. (9)

Substituindo a forma explicita do termo E[l] na expressão

anterior obtemos a forma final da curva de soluções Pareto

e que descreve a fronteira da região de eficiência de ocupação

de canal:

Lp1 + Lp2 = L+ L̄p̄1p̄2. (10)

V. INTERPRETAÇÃO GEOMÉTRICA

Considere agora o cociente das duas expressões de

eficiência em (1) and (2):

ρ1
ρ2

=
p1p̄2
p2p̄1

, (11)

que pode modificar-se a forma seguinte:

p1p2 =
p1ρ2 − p2ρ1
ρ2 − ρ1

. (12)

Podemos substituir este produto nas expressões (10) é em (2),

o que resulta nas seguintes expressões lineares:

p1(Lρ2 − ρ1) + p2(−Lρ1 + ρ2) = ρ2 − ρ1 (13)

e

−p1(Lρ1 + L) + p2(Lρ2 + L) = ρ2 − ρ1. (14)

De estas duas expressões obtemos os valores das duas proba-

bilidades de transmissão:

p1 =
ρ1 − ρ2 + 1

L̄(ρ1 + ρ2) + L+ 1
(15)

e

p2 =
ρ2 − ρ1 + 1

L̄(ρ1 + ρ2) + L+ 1
(16)

Substituindo as expressões de (15) and (16) em (12) resulta

em:
(ρ1 − ρ2 + 1)(ρ2 − ρ1 + 1)

(L̄(ρ1 + ρ2) + L+ 1)

=
ρ2(ρ1 − ρ2 + 1)− ρ1(ρ2 − ρ1 + 1)

(ρ2 − ρ1)

e simplificando finalmente resulta em:

L̄(ρ1 + ρ2)
2 + 2L(ρ1 + ρ2)− L = (ρ2 − ρ1)

2 (17)

Fazendo a seguinte uma rotação ortogonal x = ρ2−ρ1√
2

y =
ρ2+ρ1√

2
expressão anterior torna-se:

L̄y2 +
4√
2
Ly − 2L = x2 (18)

que pose identificar-se como uma equação quadrática de

hiperboliza. Notasse que quando o parâmetro L tem o valor

L = 1, o sistema degradasse ate o sistema ALOHA, e anterior

expressão fica:
4√
2
y − 2 = x2 (19)

que pode identificar-se como a equação de uma parábola.

Considere agora a derivada da expressão (18) com respeito

da variável x:
∂y

∂x
=

x
2√
2
L+ yL̄

(20)

Note-se que quando o valor de L é muito grande (L → ∞)

valor da derivada tende a zero. Isto indica que a convexidade

da região se reduz a zero. Isto reforça com a ideia que a

eficiência do mecanismo de deteção de portadora incrementa-

se com o aumento do tamanho da transmissão respeito da

frequência do mecanismo de deteção de portadora. Este re-

sultado também sugere que a área da região de eficiência

incrementa-se. Para comprovar esta ideia, considere uma

versão modificada da expressão em (18):

c(y + b)2 = x2 + a (21)

onde c = L̄b = 2L
L̄
√
2
a = 2L − b2, que também pode ser

escrita assim:

y =

√
x2 + a√

c
+ b (22)

Podemos obter a área da região por meio da integral de esta

expressão e considerando os limites de fronteira do problema

no sistema cartesiano original:

A = 2

∫ 1
√

2

x=0

ydx− 1

=
1√
c

[

1

2
x
√

a− x2 +
1

2
a2 ln

∣

∣

∣
x+

√

x2 + a2
∣

∣

∣

]

+ bx− 1

Note-se que quando L → ∞ the value of the area tends to

A = 0.5, which means the area becomes a triangle. No caso

particular com L = 1 a integral da expressão em (19) fica

assim:

A = 2

∫ 1
√

2

x=0

(x2 + 2)

√
2

4
dx− 1 =

(

w3

3
+ 2w

)

(√
2

4

)

− 1

Os resultados da área para distintos valores de Lsão mostrados

na figura 1. é evidente então que o mecanismo de detecção de

portadora incrementa a área da região da eficiência e também

reduz não convexidade da região, por tanto melhorando o

desempenho de algoritmos de acesso aleatório.

Fig. 2 mostra o efeito do mecanismo de deteção de porta-

dora na estrutura da região de eficiência de canal de algoritmos

de aceso aleatório. Note-se que o tamanho da região incremen-

tasse con valores mais elevados do parâmetro L. Isto confirma

os resultado teóricos demostrados nas secções anteriores.

VI. CONCLUSÕES

Os resultados apresentados neste artigo abrem a porta para

uma interpretação geométrica das métricas de sistemas mais

complexos de comunicação. Esta interpretação geométrica

pode gerar novas ideias e clarificar as complexas relações

entre métricas, parâmetros e constrições dos sistemas. Alem

disto, a geometria pose uma grande variedade de ferramentas

que podem ser uteis para otimização de grandes sistemas de

comunicações futuros como o 5G e internet das coisas.



Fig. 2. Região de eficiência de canal para algoritmo de deteção de portadora
com dois terminais e diferentes valores do parâmetro L.
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